
Aspects	  algorithmiques	  de	  la	  théorie	  
des	  équa4ons	  au	  XVIIIe	  et	  début	  XIXe	  

Dominique	  Tournès	  



Louis	  Poinsot	  
1808	  

«	  [L’Algèbre]	  se	  partage	  naturellement	  en	  trois	  
ar4cles	  principaux.	  
1°	  La	  théorie	  générale	  des	  équa4ons	  […]	  
2°	  Leur	  résolu4on	  générale	  […]	  
3°	  La	  résolu4on	  des	  équa4ons	  numériques	  […]	  

CeMe	  dernière	  recherche	  est	  sans	  contredit	  la	  
plus	  u4le	  dans	  l’applica4on	  :	  car,	  outre	  que	  la	  
résolu4on	  générale	  ne	  s’étend	  pas	  au-‐delà	  du	  
4e	  degré,	  les	  formules	  en	  sont	  déjà	  si	  
compliquées,	  et	  le	  seraient	  tellement	  pour	  les	  
degrés	  supérieurs,	  si	  l’on	  venait	  à	  les	  découvrir,	  
qu’on	  ne	  pourrait	  jamais	  s’en	  servir	  pour	  le	  
calcul	  des	  racines.	  Aussi	  il	  faudrait	  encore	  
recourir	  aux	  formules	  d’approxima4on	  […]	  »	  



Évariste	  Galois,	  Note	  sur	  la	  
résolu4on	  des	  équa4ons	  
numériques,	  Bulle%n	  des	  sciences	  
mathéma%ques,	  physiques	  et	  
chimiques,	  13	  (1830),	  413-‐414	  





Qu’est-‐ce	  que	  résoudre	  numériquement	  une	  
équa4on	  dans	  la	  période	  1790-‐1850	  ?	  

Qui	  résout	  numériquement	  des	  équa4ons	  ?	  

Quelle	  est	  la	  place	  de	  Galois	  dans	  ce	  réseau	  de	  
connaissances	  et	  de	  pra4ques	  ?	  

La	  note	  de	  Galois	  a-‐t-‐elle	  été	  lue	  ?	  



Lagrange	  
Traité	  de	  la	  résolu%on	  des	  équa%ons	  numériques	  de	  tous	  les	  degrés	  
1798	  -‐	  1808	  -‐	  1826	  

Legendre	  
Méthodes	  nouvelles	  pour	  la	  résolu4on	  approchée	  des	  équa4ons	  numériques	  
in	  Supplément	  à	  l’Essai	  sur	  la	  théorie	  des	  nombres,	  seconde	  édi%on,	  1816	  -‐	  1830	  

Lacroix	  
Éléments	  d’algèbre	  à	  l’usage	  de	  l’École	  centrale	  des	  Quatre-‐Na%ons,	  
1799	  -‐	  1825	  (14e	  éd.)	  
Compléments	  des	  éléments	  d’algèbre	  à	  l’usage	  de	  l’École	  centrale	  des	  
Quatre-‐Na%ons,	  1801	  -‐	  1825	  (5e	  éd.)	  

Cauchy	  
Note	  III.	  Sur	  la	  résolu4on	  numérique	  des	  équa4ons	  
in	  Cours	  d’analyse	  de	  l’École	  royale	  polytechnique.	  1re	  par%e.	  Analyse	  
algébrique,	  1821	  



Fourier	  
Analyse	  des	  équa%ons	  déterminées,	  première	  par%e,	  1831	  

Sturm	  
Mémoire	  sur	  la	  résolu4on	  des	  équa4ons	  numériques	  
Mémoires	  présentés	  par	  divers	  savants	  étrangers	  à	  l’Académie	  royale	  des	  
sciences,	  sec%on	  sciences	  mathéma%ques	  et	  physiques,	  4	  (1835),	  273-‐318	  



Localisa7on	  et	  sépara7on	  des	  racines	  
•  Détermina4on	  d’un	  majorant	  et	  d’un	  minorant	  de	  
l’ensemble	  des	  racines	  réelles	  

•  Détec4on	  des	  racines	  mul4ples	  
•  Comptage	  des	  racines	  (posi4ves,	  néga4ves,	  imaginaires)	  
sur	  un	  intervalle	  donné	  

•  Détermina4on	  d’un	  intervalle	  séparant	  chaque	  racine	  des	  
autres	  

Calcul	  numérique	  des	  racines	  avec	  une	  précision	  arbitraire	  
•  Méthodes	  itéra4ves	  issues	  des	  méthodes	  de	  fausse	  
posi4on	  

•  Développement	  des	  racines	  en	  séries	  ou	  en	  frac4ons	  
con4nues	  dans	  l’esprit	  de	  l’analyse	  algébrique	  du	  
18e	  siècle	  



méthode	  
d’interpola4on	  linéaire	  

(ordre	  1)	  

méthode	  
de	  la	  sécante	  

(ordre	  (1+√5)/2)	  

méthode	  
	  de	  Newton-‐Raphson	  

(ordre	  2)	  
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Le	  Traité	  de	  Lagrange	  :	  un	  gigantesque	  algorithme,	  complètement	  établi	  du	  point	  
de	  vue	  théorique,	  pour	  détecter	  toutes	  les	  racines	  d’une	  équa4on	  polynomiale	  et	  
calculer	  numériquement	  chacune	  d’elles	  à	  l’aide	  d’un	  procédé	  toujours	  
convergent.	  

1.  Trouver	  un	  minorant	  ∆	  >	  0	  des	  valeurs	  absolues	  des	  différences	  entre	  les	  
racines	  réelles	  dis4nctes.	  Pour	  cela,	  on	  calcule	  une	  équa4on	  auxiliaire	  dont	  les	  
racines	  sont	  les	  différences	  entre	  toutes	  les	  paires	  ordonnées	  de	  racines	  
dis4nctes.	  

2.  Au	  moyen	  de	  ∆	  et	  en	  transformant	  éventuellement	  l’équa4on	  par	  un	  
changement	  d’échelle,	  on	  détermine	  un	  ensemble	  d’en4ers	  p	  tel	  que	  chaque	  
intervalle	  [p,	  p	  +	  1]	  con4enne	  une	  unique	  racine	  réelle	  et	  que	  chaque	  racine	  
réelle	  soit	  contenue	  dans	  un	  de	  ces	  intervalles.	  

3.  Sur	  chaque	  intervalle	  [p,	  p	  +	  1],	  on	  u4lise	  un	  développement	  en	  frac4on	  
con4nue	  qui	  converge	  toujours	  vers	  la	  racine	  et	  fournit	  une	  es4ma4on	  de	  
l’erreur,	  contrairement	  à	  ce	  qui	  se	  passe	  dans	  certains	  cas	  avec	  la	  méthode	  de	  
Newton.	  



Fourier	  
1831	  

«	  Lagrange	  et	  Waring	  ont	  proposé	  de	  
rechercher	  la	  plus	  pe4te	  différence	  des	  
racines	  de	  l’équa4on,	  ou	  une	  quan4té	  
moindre	  que	  ceMe	  plus	  pe4te	  
différence.	  Considérée	  sous	  le	  rapport	  
théorique,	  la	  solu4on	  est	  exacte	  […]	  

Mais	  il	  est	  facile	  de	  juger	  qu’on	  ne	  peut	  
admeMre	  ceMe	  méthode	  de	  résolu4on.	  
En	  effet	  1°	  le	  calcul	  qui	  ferait	  connaître	  
ceMe	  valeur	  de	  la	  limite	  ∆	  est	  
impra4cable	  pour	  les	  équa4ons	  d’un	  
degré	  un	  peu	  élevé	  […]	  »	  



Théorème	  de	  Fourier-‐Budan	  

Considérons	  un	  polynôme	  P	  de	  degré	  n,	  et	  soit	  N(x)	  le	  
nombre	  de	  changements	  de	  signes	  dans	  la	  suite	  

P(x),	  P’(x),	  …,	  P(n)(x).	  

Le	  nombre	  de	  racines	  de	  P	  (en	  tenant	  compte	  des	  
mul4plicités)	  entre	  a	  et	  b,	  où	  P(a)	  ≠	  0,	  P(b)	  ≠	  0	  et	  a	  <	  b,	  est	  
inférieur	  ou	  égal	  à	  N(a)	  –	  N(b),	  et	  peut	  différer	  de	  N(a)	  –	  N(b)	  
seulement	  d’un	  nombre	  pair.	  



Sturm	  
1835	  

«	  [La	  méthode	  de	  Lagrange],	  
considérée	  sous	  un	  point	  de	  vue	  
purement	  théorique,	  ne	  laisse	  rien	  à	  
désirer	  du	  côté	  de	  la	  rigueur.	  Mais,	  
dans	  l’applica4on,	  la	  longueur	  des	  
calculs	  nécessaires	  pour	  former	  
l’équa4on	  aux	  carrés	  des	  différences,	  
et	  la	  mul4tude	  des	  subs4tu4ons	  qu’on	  
peut	  avoir	  à	  effectuer,	  la	  rendent	  
presque	  impra4cable	  […]	  »	  



Théorème	  de	  Sturm	  

Considérons	  un	  polynôme	  P.	  Calculons	  le	  PGCD	  de	  P	  et	  de	  P1	  =	  P’	  :	  
P	  =	  Q1P1	  –	  P2	  
P1	  =	  Q2P2	  –	  P3	  
…	  
Pn	  –	  2	  =	  Qn	  –	  1Pn	  –	  1	  –	  Pn	  
Pn	  –	  1	  =	  Qn	  Pn.	  

Soit	  N(x)	  le	  nombre	  de	  changements	  de	  signes	  dans	  la	  suite	  
P(x),	  P1(x),	  …,	  Pn(x).	  

Le	  nombre	  de	  racines	  de	  P	  (sans	  tenir	  compte	  des	  mul4plicités)	  
entre	  a	  et	  b,	  où	  P(a)	  ≠	  0,	  P(b)	  ≠	  0	  et	  a	  <	  b,	  est	  égal	  à	  N(a)	  –	  N(b).	  



Léon-‐Louis	  
Lalanne	  

«	  	  Les	  applica4ons	  ont	  été,	  jusqu’à	  ce	  jour,	  
la	  pierre	  d’achoppement	  de	  tous	  les	  
procédés	  imaginés	  pour	  la	  résolu4on	  des	  
équa4ons	  numériques,	  non	  pas	  que,	  ni	  la	  
rigueur,	  ni	  la	  beauté	  des	  considéra4ons	  sur	  
lesquels	  ils	  se	  fondent,	  en	  aient	  reçu	  la	  
moindre	  aMeinte	  ;	  mais	  enfin	  il	  faut	  bien	  
reconnaître	  que,	  sans	  cesser	  de	  mériter	  
l’admira4on	  des	  géomètres,	  les	  
découvertes	  de	  Lagrange,	  de	  Cauchy,	  de	  
Fourier,	  de	  Sturm,	  d’Hermite,	  etc.,	  n’ont	  
pas	  fourni	  toujours	  des	  moyens	  facilement	  
pra4cables	  pour	  la	  détermina4on	  des	  
racines.	  »	  



	  	  f (x)= ax3 +bx2 + cx +d

	  	  OD= d

	  	  DC = c

	  	  CB= b

	  	  BA = a

	  OI=1

	  	  OM= x

	  	   ′B N= ′′B ′′A .x = ax

	  	   ′C N= ′C ′B + ′B N= ax +b

	  	   ′C P = ′′C ′N .x = ′C N.x = (ax +b)x

	  	   ′D P = ′D ′C + ′C P = (ax +b)x + c

	  	   ′D Q = ′′D ′P .x = ′D P.x = ((ax +b)x + c)x

	  	  MQ =M ′D + ′D Q = ((ax +b)x + c)x +d

Leçons	  de	  Lagrange	  à	  l’École	  normale	  de	  l’an	  III	  



Joseph-‐Balthazar	  Bérard	  
1810	  

«	  [...]	  on	  savait	  qu’on	  trouve	  les	  
racines	  des	  équa4ons	  du	  
quatrième	  degré,	  par	  
l’intersec4on	  d’une	  parabole	  et	  
d’un	  cercle	  ;	  mais	  j’ai	  remarqué	  
que	  ceMe	  parabole	  peut	  être	  
invariable	  et	  servir	  pour	  tous	  les	  
cas	  ;	  ensorte	  qu’en	  la	  construisant	  
en	  cuivre	  ou	  en	  carton,	  on	  peut	  
très-‐simplement	  et	  très-‐
brièvement	  trouver	  les	  racines.	  »	  



Rapport	  de	  Poisson	  sur	  Dubourguet,	  1813	  

«	  […]	  il	  remplace	  chaque	  équa4on	  […]	  par	  deux	  autres	  
équa4ons	  à	  deux	  variables	  qu’il	  construit	  au	  moyen	  de	  
courbes	  et,	  en	  discutant	  le	  cours	  de	  ces	  lignes	  dans	  
chaque	  cas,	  il	  détermine	  le	  nombre	  de	  leurs	  intersec4ons	  
et	  par	  conséquent	  des	  racines	  réelles	  de	  la	  proposée.	  »	  



«	  Il	  s’agit	  maintenant	  d’une	  
transforma4on	  […]	  où	  la	  figure	  doit	  
suppléer	  à	  l’ensemble	  total	  de	  
l’élabora4on	  abstraite,	  soit	  
numérique,	  soit	  surtout	  analy4que,	  
d’une	  équa4on	  qu’on	  ne	  saurait	  
résoudre	  […].	  CeMe	  u4le	  
conversion,	  si	  souvent	  des4née	  à	  
compenser,	  quoique	  
incomplètement,	  l’extrême	  
imperfec4on	  nécessaire	  de	  la	  
résolu4on	  des	  équa4ons,	  consiste	  à	  
concevoir	  ces	  racines	  comme	  les	  
abscisses	  propres	  aux	  intersec4ons	  
de	  deux	  lignes	  convenablement	  
choisies	  […]	  »	  



Bérard	  

1810	  
	  	  2+3x +8x3 +9x4 = 4x2 +5x5

	  	  

AP = x

P ′C =1
P ′M = P ′m = x

P ′′M = P ′′m = x2

P ′′′M = P ′′′m = x3

etc.



Lalanne	  

1840	  



Gaspard	  Monge	  
1815	  

	  	  

x3 − px −q = 0

⇔ ∃ y
y = x3

y = px +q

⎧
⎨
⎩⎪



 	  	  

x3

x3 −64
x3 −2×64
x3 −3×64


x3 −63×64
x3 −64×64

«	  La	  planche	  de	  ce	  dessin	  (*)	  a	  été	  
gravée,	  avec	  le	  plus	  grand	  soin,	  par	  
les	  ar4stes	  de	  la	  commission	  
d’Égypte	  ;	  les	  parallèles	  ont	  été	  
tracées	  avec	  la	  machine	  conté,	  et	  la	  
courbe	  a	  été	  dessinée	  par	  
M.	  Girard.	  La	  distance	  des	  abscisses	  
posi4ve	  et	  néga4ve,	  qui	  
correspondent	  aux	  points	  extrêmes	  
de	  ceMe	  courbe,	  mesurée	  sur	  l’axe	  
des	  y,	  est	  réellement	  de	  
81,92	  mètres	  ;	  ceMe	  distance	  est	  
ramenée	  sur	  la	  planche	  gravée,	  à	  
une	  dimension	  64	  fois	  plus	  pe4te,	  
1,28	  mètre.	  »	  

(*)	  Ce	  dessin	  gravé,	  se	  vend	  à	  part,	  
chez	  Mme.	  Ve.	  Courcier,	  quai	  des	  
Grands-‐Augus4ns,	  n°	  57.	  



	  	  

z3 + pz+q = 0 ⇔ ∃ (x,y)
x = p

y = q

zx + y + z3 = 0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

Lalanne	  

1843	  



Legendre	  
1816	  

Legendre	  propose	  un	  nouvel	  algorithme	  
général	  pour	  remplacer	  avantageusement	  
celui	  de	  Lagrange	  :	  

Soit	  à	  résoudre	  l’équa4on	  f	  (x)	  =	  0,	  où	  f	  est	  un	  
polynôme	  de	  degré	  n.	  

1) On	  se	  ramène	  au	  cas	  où	  il	  n’y	  a	  que	  des	  
racines	  simples	  et	  à	  la	  recherche	  des	  
racines	  posi4ves.	  

2) On	  détermine	  un	  majorant	  a	  des	  racines	  
posi4ves.	  

3) On	  met	  l’équa4on	  sous	  la	  forme	  xn	  =	  ϕ	  (x),	  
avec	  ϕ	  croissante	  («	  omale	  »).	  



	  	  

x5 −2x4 + 4x3 + x2 −5x −3= 0

⇔ x5 + 4x3 + x2 = 2x4 +5x +3

⇔ x5 1+ 4

x2
+ 1

x3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 2x4 +5x +3

⇔ x5 = 2x4 +5x +3

1+ 4

x2
+ 1

x3

⇔ x = 2x4 +5x +3

1+ 4

x2
+ 1

x3

5



4)	  On	  construit	  la	  
suite	  définie	  par	  	  

Elle	  converge	  vers	  
la	  plus	  grande	  
racine	  r	  de	  
l’équa4on.	  

5)	  On	  divise	  f	  (x)	  par	  x	  –	  r	  et	  on	  recommence	  pour	  trouver	  la	  
racine	  suivante,	  etc.	  

	  	  

u
0

= a

u
p+1 = ϕ(u

p
)n

⎧
⎨
⎪

⎩⎪



«	  Mais	  on	  peut	  arriver	  à	  ce	  but	  en	  suivant	  une	  
autre	  méthode	  dont	  M.	  Legendre	  a	  fait	  usage	  
dans	  le	  Supplément	  à	  la	  Théorie	  des	  nombres.	  »	  

Si	  f	  (x)	  =	  ϕ	  (x)	  –	  ψ	  (x),	  avec	  ϕ	  et	  ψ	  con4nues	  et	  
croissantes	  sur	  [x0,	  X],	  et	  si	  f	  (X)	  >	  0,	  alors	  la	  suite	  
X,	  X’,	  X’’,	  X’’’…	  définie	  par	  ϕ	  (X’)	  =	  ψ	  (X),	  
ϕ	  (X’’)	  =	  ψ	  (X’),	  ϕ	  (X’’’)	  =	  ψ	  (X’’)	  …	  est	  décroissante	  
et,	  soit	  converge	  vers	  la	  plus	  grande	  racine	  réelle	  
de	  l’équa4on	  f	  (x)	  =	  0	  comprise	  entre	  x0	  et	  X,	  soit	  
devient	  plus	  pe4te	  que	  x0.	  

	  	  

u
0

= X

u
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p
))

⎧
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Cauchy	  
1821	  



Galois,	  1830	  



John	  E.	  LiMlewood	  
A	  Mathema%cian’s	  

Miscellany	  
1953	  

“Probably,	  the	  best	  of	  pictorial	  
arguments	  is	  a	  proof	  of	  the	  ‘fixed	  
point’	  theorem	  in	  1	  dimension	  (…)	  
For	  the	  professional	  the	  only	  proof	  
needed	  is	  Fig.	  9.”	  



Pour	  résoudre	  une	  équa4on	  Fx	  =	  0	  de	  degré	  n,	  il	  suffit	  de	  
savoir	  trouver	  ses	  racines	  plus	  grandes	  que	  1.	  

Galois	  met	  l’équa4on	  sous	  la	  forme	  

et	  détermine	  un	  nombre	  k	  tel	  que	  le	  second	  membre	  
soit	  croissant	  pour	  x	  >	  1.	  

On	  a	  ainsi	  une	  forme	  ra4onnelle	  évitant	  les	  extrac4ons	  
de	  racines	  n-‐ièmes	  de	  Legendre.	  

	  	  
x = x + Fx

kxn



Fourier	  
1822	  



	  	  

u = tanε

u = ε
λ

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

	  ε = λ tanε

	  	  

ε = tan−1u

ε = λu

⎧
⎨
⎩⎪

	  
ε = tan−1 ε

λ



«	  Les	  construc4ons	  rendent	  ces	  conséquences	  très-‐sensibles.	  »	  

«	  Les	  construc4ons	  qui	  répondent	  à	  ce	  genre	  d’approxima4on	  sont	  
remarquables.	  Par	  exemple	  elles	  consistent	  ici	  dans	  une	  spirale	  
rectangulaire,	  dont	  le	  point	  extrême	  s’approche	  con4nuellement	  du	  
point	  d’intersec4on	  correspondant	  à	  la	  valeur	  de	  la	  racine.	  »	  

«	  Cet	  emploi	  des	  fonc4ons	  con4nues	  doit	  être	  dirigé	  par	  les	  
propriétés	  de	  la	  figure.	  On	  pourrait	  y	  suppléer	  par	  des	  considéra4ons	  
purement	  analy4ques,	  mais	  en	  omeMant	  l’examen	  de	  la	  figure	  on	  
ajouterait	  beaucoup	  à	  la	  difficulté	  de	  la	  recherche,	  qui	  au	  contraire	  
devient	  très-‐simple	  au	  moyen	  de	  la	  construc4on.	  »	  

Fourier,	  1831	  



Ernest-‐Maurice	  
Lémeray	  
1894-‐1899	  	  



Ernest-‐Maurice	  Lémeray,	  Sur	  le	  calcul	  des	  racines	  des	  
équa4ons	  par	  approxima4ons	  successives,	  Nouvelles	  
annales	  de	  mathéma%ques	  (3),	  17	  (1898),	  534-‐539	  	  

«	  CeMe	  méthode	  employée	  dans	  certains	  cas	  par	  Euler,	  
Legendre,	  Galois,	  est	  sans	  doute	  beaucoup	  plus	  ancienne	  (…)	  

Galois	  a	  donné	  pour	  résoudre	  les	  équa4ons	  algébriques	  une	  
méthode	  d’approxima4ons	  successives	  par	  les	  subs4tu4ons	  
uniformes	  (2),	  dans	  laquelle	  on	  n’a	  jamais	  à	  faire	  que	  des	  
opéra4ons	  ra%onnelles	  ;	  en	  ce	  qui	  concerne	  les	  équa4ons	  
quelconques,	  on	  peut,	  dans	  le	  même	  ordre	  d’idées	  (…)	  »	  

(2)	  Galois,	  Œuvres	  mathéma%ques.	  



Salvatore	  Pincherle	  

Encyclopédie	  des	  sciences	  mathéma%ques	  pures	  et	  appliquées	  
Équa4ons	  et	  opéra4ons	  fonc4onnelles,	  1912	  
33.	  Le	  calcul	  d’itéra4on	  -‐	  34.	  Itéra4ons	  par4culières	  

Newton	  –	  Cauchy	  –	  Galois	  –	  Hill	  –	  Sancery	  –	  
Schröder	  –	  Hoffmann	  –	  Farkas	  –	  Koenigs	  –	  

NeMo	  –	  Isenkrahe	  –	  Pode�	  




